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図 1 粒子間相互作用モデル．
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流動現象への粒子法の応用

角 田 和 彦

. は じ め に

粒子法は，差分法や有限要素法といった格子や要素を用い

た数値解析法とは異なり，速度や圧力を保持しながら移動す

る粒子を用いて物体の挙動を計算するメッシュレス法であ

る．そのため，格子法で行う煩雑なメッシュ作成の手間を必

要としないという特徴がある．また，粒子法は完全ラグラン

ジュ法であることから移流項の離散化を行わないため，移流

項により生じる数値拡散が発生しないという特徴も有する．

代表的な粒子法として，SPH(Smoothed Particle Hydro-

dynamics)法(1)(2)と MPS (Moving Particle Semiimplicit)

法(3)(5)がある．SPH 法は基本的には圧縮性流れの計算手法

であり，主に宇宙物理学の分野で使用されてきた．その後，

SPH 法は非圧縮性流れへの適用もされてきている(6)(7)．ま

た，MPS 法は，粒子法に非圧縮性流れの計算アルゴリズム

を組み込んだ手法である．SPH 法，および MPS 法ともに

液体表面や界面の大きな挙動を伴う解析に優れているため，

最近では液体表面流れや混相流等の解析に広く利用されてい

る．しかしながら，特に標準的な MPS 粒子法シミュレーシ

ョンでは，圧力に関するポアソン方程式を解く際に，擬似的

な圧力振動解が発生することが知られている．その擬似的振

動の発生原因の一つとして，特異性を有するカーネル関数の

採用が挙げられる．

本稿では，流動現象に関する粒子法の適用，特に流動に伴

って液体表面が大きく変動するような場合のコンピュータシ

ミュレーション技術および解析事例について解説する．

. 粒 子 法

ここでは，流動現象に関する粒子法の解析例として，

SPH 法及び MPS 法について概説する．

 支配方程式

流動現象の数理モデルとして知られている粘性流体の運動

は，以下の NavierStokes 方程式に適当な初期条件と境界条

件を伴って支配されている．

Dui

Dt
＝－

1
r

p,i＋Ui＋fi in T×V ( 1 )

ただし，V は空間領域，T は時間間隔，ui は速度ベクトル

成分，p は圧力，r は密度，Ui は粘性項，fi は外力項，およ

び D/Dt はラグランジュ微分を表す．

 SPH 法

SPH 法(1)(2)に関する定式化として，ある関数 f(x)と滑ら

かなカーネル関数 W(x, re)を用いて，以下のように積分表

現することができる．

f(x)＝fV
f(x′)W(x－x′, re)dx′ ( 2 )

ただし，re は影響半径を表し(図参照)，以下の正規化され

た条件を満足する．

fV
W(x－x′, re)dx′＝1 ( 3 )
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図 2 Gaussian 関数とその微分量． 図 3 種々のカーネル関数分布．
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ここで，カーネル関数 W(x, re)には，一般的に Gaussian 関

数(図参照R＝r/re)，3 次以上の Spline 関数等が使用さ

れている(8)．

式( 2 )の粒子 a での近似式(あるいは，離散化式)は次式

で与えられる．

〈f(xa)〉＝∑
b

mb

rb
f(xb)Wab ( 4 )

ただし，mb と rb は，それぞれ粒子 b での質量と密度を表

し，および，Wab＝W(xa－xb, re)と表される．

また，2 つの粒子 a と b 間に対する粒子 a での発散モデル

は，次式のように表現することができる．

〈:・f(xa)〉＝－∑
b

mb

rb
f(xb)・:aWab ( 5 )

ただし，:は勾配ベクトルを表す．

 MPS 法

MPS 法は，上述の SPH 法のようにある関数の積分表現

をするのではなく，カーネル関数(あるいは，重み関数)を用

い支配方程式に現れる勾配，発散，ラプラシアン等に関し

て，図 1 の粒子間相互作用モデルを用意し，ある関数を直

接，離散化するアプローチである(3)．

例えば，粒子 a での粒子数密度〈n〉a は次式のように表現

される．

〈n〉a＝∑
b≠a

w(|rb－ra|) ( 6 )

ただし，w(r)はカーネル関数(あるいは，重み関数)であ

り，標準的な MPS 法では次式を用いる．

w(r)＝









re

r
－1

0

(0＜r＜re)

(rer)
( 7 )

式( 7 )の関数は粒子間距離 r＝0 で特異性を有している

が，他にも対数型関数(9)や特異性を含まない関数等(5)(10)が

採用され(図参照)，それらの適用性が調べられている．

また，粒子 a での勾配モデルとラプラシアンモデルはそれ

ぞれ以下のように与えられる．

〈:q〉a＝
d
n0 ∑

b≠a[
qb－qa

|rb－ra|2
(rb－ra)w(|rb－ra|)] ( 8 )

〈:2q〉a＝
2d
ln0 ∑

b≠a
[(qb－qa)w(|rb－ra|)］ ( 9 )

ただし，d は次元数，n0 は初期配置での粒子数密度，qa と

qb はそれぞれ粒子 a と b のスカラー関数，および l は統計

的分散の増加を解析解と一致させるための係数を表す．

MPS 法では圧力の空間的および時間的変動が激しい事が

報告されているため，近藤・越塚らによって圧力の時間方向

への高精度安定化手法が提案されている(5)．この手法は，既

に非圧縮性粘性流体解析でも多く見受けられる考え方であ

り，特に，圧力の基となる密度変化に関する解の精度を向上

させた手法といえる．圧力計算に関する標準的 MPS 法では

式(10)を用い，また，その時間方向への高精度安定化手法

は式(11)のように与えられる．

1
r0
〈:2pk＋1〉a＝－

1
Dt2

〈n〉a－n0

n0
(10)

1
r0
〈:2pk＋1〉a＝－

〈n〉a－2〈nk〉a＋〈nk－1〉a

n0Dt2

－
b
Dt
〈nk〉a－〈nk－1〉a

n0Dt

－
g

Dt2
〈nk〉a－n0

n0
(11)

ただし，b(＝0.5)と g(＝0.05)は安定化パラメータ，k は k

時刻ステップ，nは粒子移動後の仮粒子数密度を表す．

. 数 値 解 析 例

これまで展開してきた粒子法解析の妥当性および適用性を

検証するために，具体的な解析例として，水柱崩壊流れ問
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図 4 水柱崩壊流れ問題．
(a) 2 次元計算モデル (b) 3 次元計算モデル

表 1 計算諸量．

解析
手法

解析
次元

粒子数
動粘性
係数

(m2/s)

初期
密度

(kg/m3)

重力
加速度
(m/s2)

初期粒
子間隔
(m)

SPH
2 次元 1,559 0.3

1000.0 9.8 0.008
3 次元 37,668 0.3

MPS
2 次元 1,632 1.E06

3 次元 75,744 1.E06

図 5 時刻 t＝0.6 s での粒子/流速挙動(2 次元 SPH)．

図 6 時刻 t＝0.6 s での粒子/流速挙動(3 次元 SPH)．

図 7 時刻 t＝0.6 s での粒子/圧力挙動(2 次元 MPS)．
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題(11)(あるいは，ダム崩壊流れ問題)および液封式真空ポン

プ内流れの問題(12)に関する実験データ等との比較検討を行

う．

 水柱崩壊流れ問題

この問題では，種々のカーネル関数に対する SPH 法およ

び MPS 法解析の有効性および適用性を実験値(11)との比較

を通して検証する．図に，それぞれ 2 次元および 3 次元

の計算モデルを示す．また，計算に利用した諸量は表に示

す．

図および図には，種々のカーネル関数を用いた SPH

法による 2 次元および 3 次元計算モデルにおける粒子/流速

挙動の結果をそれぞれ示す．同時刻(t＝0.6 s)におけるこれ

らの解析結果を見ても同様な挙動が得られていることが分か

る．また，2 次元および 3 次元 MPS 法による粒子/圧力挙

動の結果は，それぞれ図および図に示される．標準的カ

ーネル関数を用いた場合以外は，圧力分布の擬似的な振動が
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図 8 時刻 t＝0.6 s での粒子/圧力挙動(3 次元 MPS)．

図 9 水柱先端位置の実験値との比較(2 次元モデル)．

図10 水柱先端位置の実験値との比較(3 次元モデル)．

図11 実験モデルとウォータリング形成．

図12 各時刻での粒子/圧力挙動(3 次元 MPS)．
(a) 2 次元表示(t＝15 ms(左図)t＝400 ms(右図))
(b) 3 次元表示(t＝15 ms(左図)t＝400 ms(右図))
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抑制されていることが分かる．図，にそれぞれ 2 次元

および 3 次元モデルでの水柱が崩壊した右先端の進行を実

験値(11)と比較している．標準型 MPS 法解析の結果(点線)

を除いて，良好な結果が得られている．なお，両図において

T＝t 2g/L である．

 液封式真空ポンプ内流れの問題

この問題では，偏心を伴う羽根車の回転によってポンプ内

にウォータリングが形成されるという興味深い現象が知られ

ている(図参照)．この問題に関し，圧力安定化 MPS

法(12)による 3 次元解析の粒子/圧力挙動の結果を図に示

す．時間の経過によってウォータリングが形成され，実験デ

ータとの定性的な一致が見られる．なお，粒子数は211, 212

で，羽根車の回転速度は 2400 rpm と設定している．

. お わ り に

本稿では，液面が大きく変動するような場合の流動現象に

関する粒子法の適用として，SPH 法と MPS 法の概説およ

び数値解析例を展開してきた．これらの粒子法解析の妥当性
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および適用性を検証するために，具体的な解析例として，水

柱崩壊流れ問題および液封式真空ポンプ内流れの問題に関す

る実験データ等との比較検討を行い，以下の点を明らかとし

た．

 水柱崩壊流れの問題に関し，種々のカーネル関数に対

する SPH 法および MPS 法解析を行い，水柱先端位置

における実験値との比較を通し，標準型 MPS 法解析を

除き，良好な結果が得られた．また，MPS 法に適切な

カーネル関数および圧力安定化手法を導入することによ

って標準型 MPS 法解析で見られた擬似的な圧力振動解

の発生が抑えられた．

 液封式真空ポンプ内流れの問題には，圧力安定化

MPS 法を適用し，時間の経過によってポンプ内にウォ

ータリングの形成が確認され，実験データとの定性的な

一致が得られた．
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