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結晶成長の物理 

―溶液からの結晶成長―

齋 藤 幸 夫

･ は じ め に

これまで，一成分だけからなる系を対象として，融液から

の結晶成長を考えてきました．けれど，結晶成分を溶かした

溶液から純粋物質が結晶成長したり，多成分からなる合金が

結晶成長するという溶液成長も重要な結晶成長の方法です．

このときには溶液中と結晶中では成分の濃度比が異なるた

め，結晶界面で濃度に跳びがあります．このため溶液成長で

は濃度の変化が重要となります．

･ 合金の化学ポテンシャル

まず，二成分の混ざった系の熱力学について，復習してお

きましょう．A 分子と B 分子が混ざった系の巨視的状態を

指定する状態量は，温度 T，圧力 P の他に，各成分の分子

数 NA, NB があります．これらが少し変わったとき，全系の

ギブス自由エネルギーの変化は

dG(T, P, NA, NB)＝－SdT＋VdP＋mAdNA＋mBdNB (4･1)

と書かれます．すると，A, B 成分の一分子あたりの化学ポ

テンシャルは

mA＝( &G
&NA)T, P

, mB＝( &G
&NB)T, P

(4･2)

になります．

ところで，ギブス自由エネルギーは全粒子数(または全モ

ル数)に比例する示量性の量であり，分子数がすべて l 倍さ

れるとギブス自由エネルギーも l 倍されるという性質があ

りますので，

lG(T, P, NA, NB)＝G(T, P, lNA, lNB) (4･3)

という関係が成り立ちます．左辺を l で微分すれば G(T, P,

NA, NB)ですが，右辺を l で微分してから，l＝1 と置くと

&G(T, P, lNA, lNB)

&lNA

&lNA

&l |l＝1

＋
&G(T, P, lNA, lNB)

&lNB

&lNB

&l |l＝1
＝mANA＋mBNB (4･4)

となります．したがって，

G(T, P, NA, NB)＝NAmA＋NBmB (4･5)

が成り立ち，ギブス自由エネルギーは一つ一つの分子の化学

ポテンシャルの総和ということになります．

式(4･5)の G を全微分して，その結果と式(4･1)とを比較

すると

SdT－VdP＋NAdmA(T, P, C)＋NBdmB(T, P, C)＝0

(4･6)

というギブスデューエムの関係式が得られます．ここで，

化学ポテンシャル mA, mB は示強性の量ですので，温度 T，

圧力 P と片方の成分，例えば B 成分の濃度 C＝NB/(NA＋

NB)だけの関数のはずだということを用いました．

この A, B 二成分系で一粒子当たりの平均のギブス自由エ

ネルギーは式(4･5)より，

g＝
G

NA＋NB
＝(1－C)mA(T, P, C)＋CmB(T, P, C)

(4･7)

のように濃度 C の関数となります．それは例えば図･(a)

の様になります．ここで，等温等圧(dT＝dP＝0)で濃度を

変化させることを考えます．ギブスデューエムの関係式

(4･6)からは

(1－C)
&mA(T, P, C)

&C
＋C

&mB(T, P, C)

&C
＝0 (4･8)

が成り立ちます．一方，式(4･7)を C で微分して，式(4･8)

を用いると，





図4･1 (a) 一分子当たりの平均ギブス自由エネルギー
g の濃度 C 依存性と各成分 A, B の化学ポテン
シャル．(b) 二つの相に対する平均ギブス自由
エネルギー g．二相共存しているときは共通接
線が引け，二相はそれぞれ濃度 C1 と C2 を持つ．
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dg
dC

＝mB－mA (4･9)

のように，g の傾きが化学ポテンシャルの差になっているこ

とが分かります．そこで式(4･7)と式(4･9)を組み合わせる

と，成分 A と成分 B の化学ポテンシャルはそれぞれ

mA(C)＝g(C)－C
&g
&C

, mB(C)＝g(C)＋(1－C)
&g
&C

(4･10)

で決まることが分かります．これは g の濃度依存性を表す図

から簡単な解釈ができます．例えば，g が図4･1(a)の様に表

されるとき，x＝C での接線の方程式は

y＝g(C)＋
dg(C)

dC
(x－C) (4･11)

となるので，x＝0 では y＝mA(C), x＝1 では y＝mB(C)とな

ります．つまり，図4･1(a)に示すように，濃度 C での g の

接線が C＝0 と交わる点が A 成分の化学ポテンシャル mA(T,

P, C)を与え，C＝1 と交わる点が B 成分の化学ポテンシャ

ルmB(T, P, C)を与えます．

･ 相平衡と熱平衡相図

次に，二成分 A, B の系が温度 T，圧力 P の状態にあった

とき，二つの相 1, 2 が共存しているとしましょう．例え

ば，溶液と合金結晶相の共存がその例です．成分 A の分子

総数 NA 個のうち N 1
A 個が相 1，残りが相 2 の状態にあり，

成分 B についても同様に NB 個のうち N 1
B 個が相 1 にあると

します．このときの全系のギブス自由エネルギーは

G(T, P, NA,NB)＝G 1(T, P, N 1
A,N 1

B)

＋G 2(T, P, NA－N 1
A, NB－N 1

B)

(4･12)

です．ここで，温度や圧力は一定のまま，A 分子の dNA 個

と B 分子の dNB 個が相 1 から 2 に変化したとき，全ギブス

自由エネルギーはどれだけ変わるでしょう．式(4･1)に依れ

ば

dG＝dG 1＋dG 2＝m1
A(－dNA)＋m1

B(－dNB)＋m2
A(dNA)

＋m2
B(dNB)＝(m2

A－m1
A)dNA＋(m2

B－m1
B)dNB

(4･13)

で与えられます．そこで各成分の化学ポテンシャルが各相で

異なれば，化学ポテンシャルの高い相から低い相へ分子の相

変化が進行して全系のギブス自由エネルギーを下げることが

できます．最終的な熱平衡状態ではギブス自由エネルギーが

最小となるはずですので，その状態では各成分の化学ポテン

シャルは全ての相で等しくなります．これは化学的釣り合い

を意味しています．

AB 二成分系で，相 1 の平均のギブス自由エネルギー g1

と相 2 のもの g2 が成分 B の濃度 C の関数として，図4･1(b)

に示したようになっているとしましょう．このとき，共存す

る二相の濃度 C1, C2 を求める方法を考えましょう．共存す

るときには成分 A と B の二相の化学ポテンシャルは等しい

はずなので，

m1
A(C1)＝m2

A(C2), m1
B(C1)＝m2

B(C2) (4･14)

のはずです．ところが前の節で，一つの相のある濃度での化

学ポテンシャルは一分子当たりのギブス自由エネルギー g に

接線を引いて C＝0 と C＝1 での切片に対応していることが

分かりました．二相で化学ポテンシャルが等しいということ

は，この切片，つまりは接線そのものが重なるということに

なります．つまり，図4･1(b)に示されているように共通接

線を持つことになります．

ギブスはもっと一般的に，成分が c 種類ある系では何個の

相が共存することができるかを調べ，ギブスの相律という簡

単な規則を導きました．一つの相の状態を表すのには c 個の

濃度変数がありますが，全濃度を合計すれば和が 1 に決ま

っていますので，変えられるのは c－1 成分の濃度です．そ

こで，p 個の相があるとき，濃度変数としては p(c－1)個あ

ります．また，全部の相が釣り合いにあれば，全ての相の温

度 T と圧力 P が同じなので，結局この二つを加えた未知数

は p(c－1)＋2 個あります．一方，p 種の相が共存している

ということは，各成分 i(＝1, …c )毎に全ての相 a(＝1, …,

p)での化学ポテンシャルが等しくなければなりません．

m1
1(P, T, {Ci}1)＝m2

1(P, T, {Ci}2)＝…＝mp
1(P, T, {Ci}p)

…………………………………………………………………

m1
c(P, T, {Ci}1)＝m2

c(P, T, {Ci}2)＝…＝mp
c(P, T, {Ci}p)

(4･15)

ここで{Ci}a は a 相での i＝1, 2, …, c 成分の濃度分布を表し

ています．このような関係式(等号)は一つの成分に対し(p

－1)個ありますので，全部で c 個の成分に対しては c(p－1)

個あります．つまり，p(c－1)＋2 個の変数は c(p－1)個の制

限を満たしながらしか変わることができないので，結局自由

に変われるものは

f＝p(c－1)＋2－c(p－1)＝c－p＋2 (4･16)

個だけです．これがギブスの相律です．

たとえば二成分系(c＝2)での系の状態は，圧力と温度と片

方の成分の化学ポテンシャルという三次元の空間で表されま

す．もし二相が共存している(p＝2)と，自由度は f＝2－2＋

2＝2 であり，二相共存領域は面となります．ここで，圧力





図4･2 TC 相図中の固液二相共存領域(LS)．(a) 純粋系と交わって終わる．(b) 一致溶融点を持つ．(c) 共晶点を
持つ．(d) 包晶点を持つ．
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一定の場合には，P＝一定の断面となりますので，二相共存

領域は温度化学ポテンシャル平面中の曲線となります．し

かし，一つの成分の化学ポテンシャルよりは一つの成分の濃

度 C を用いる方が実用的です．すると，圧力が一定のとき

二相共存領域は TC 空間のある領域を占めるようになりま

す．

ここで，話を溶液からの結晶成長に戻して，二相としては

高温の溶液と低温の結晶相を考えましょう．このとき，温

度濃度相図中の二相共存領域の消え方には，図･に示され

るように，以下のような何通りかの可能性があります．

(a)濃度 C＝0 または濃度 C＝1 の端で，純粋物質の相転移

点に対応する点とぶつかって消える．(b)二相の濃度が有限

で等しくなって一相が消える．(c), (d)別の二相共存領域と

ぶつかって消える．

図4･2(b)のような相図のとき，外側の相と内側の相とは

つながっていなくて別物であり，性質の異なる二相の濃度が

たまたま一致したと考えられます．一般にはこの点を等濃度

点といいます．図4･2(b)で外側の相が液相，中の相が結晶

という場合には，この濃度を持つ溶液を冷やすとその組成の

ままで結晶化できるので，この組成を一致溶融組成(Con-

gruent melt composition)といいます．

もっと一般的には，(b)の場合に相当して，二相共存領域

が単純に狭くなって消えるという臨界点を持つことも可能で

す．しかし，臨界点というのは液相と気相のようにそこを迂

回すると，一つの相から別の相に連続的に移り変われるとい

う性質を持っています．しかし液相と結晶相の場合には対称

性が違いますので，連続的に移り変わることができないの

で，臨界点を持つことはできません．

さて，図4･2(c), (d)では二つの二相共存領域がぶつかっ

たときに，液相と二種類の結晶相 a, b の三相が共存してい

ます．ここでは，ギブスの相律から c＝2, p＝3 なので f＝1

となります．これは三相共存領域が，圧力と温度と化学ポテ

ンシャルの空間内では，一つの自由度を持った曲線，三重

線，となることを表します．圧力一定の Tm 空間の断面で

は温度や化学ポテンシャルの値が決まった一点になります．

温度 T濃度 C の平面内ではある一つの温度で濃度が有限の

広がりを持つ線分となります．ですから，図4･2(c), (d)の

ように，三相共存領域は濃度 C 軸に平行な線分で表されて

いるのです．また，4.1節で導入した平均自由エネルギー g

を用いれば，三相の g 全てが共通接線を持つ温度で三相が共

存し，接点の三つの濃度が共存濃度に対応することはすぐに

理解できるでしょう．

図4･2(c)では，高温での溶液相が，低温で二つの結晶相 a

と b に分かれています．三相が共存する温度を TE と記す

と，それは液相が存在可能な最低温度になっています．この

液相濃度を CE として，それを冷やすと TE で二つの結晶相

a と b が両方出てくるので，この温度 TE を共晶温度，濃度

CE を共晶濃度，そして両者で決まる点を共晶点(または共融

点，Eutectic point)といいます．

一方，図4･2(d)でも三重点の温度 TP で二つの結晶相と融

液が共存しています．しかし，濃度 CP より薄い溶液の温度

を下げていくと，最初は a 相の結晶しか晶出しません．TP

よりさらに温度を下げると，この a 相の周りの溶液から b

相が a 相を包み込むように晶出します．そこで，この点 P

を包晶点(Peritectic point)，温度 TP を包晶温度，濃度 CP

を包晶濃度といいます．

その他に，二種類の液相と一つの結晶相が共存するという

三重点も可能で，それは偏晶点(Monotectic point)と呼ばれ

ます．

･ 希薄合金の化学ポテンシャル

図4･2(a)のように，二相共存領域が濃度 C＝0 で純粋物質

の相転移点につながって消えているときに，その近くの希薄

溶液の熱平衡状態について少し詳しく調べましょう．希薄溶

液では，一つの成分の分子数が多くて溶媒と呼ばれ，その他

の成分の分子数は少なくて溶質と呼ばれます．今，成分は

A, B の二つしかないとして，溶媒 A 分子の数を NA，溶質

B 分子数を NB とします．濃度 C＝NB/(NA＋NB)は非常に

小さいので，CNB/NA と近似します．

熱平衡状態の議論にまず必要なのは，この希薄溶液(また

は合金)の溶媒と溶質の化学ポテンシャルの表式です．その

ため，この系全体のギブス自由エネルギーを考えます．純粋

溶媒の化学ポテンシャルを m0
A(P, T)とすると，溶媒分子は

NA 個いるので NAm0
A(P, T)の寄与があります．ここに，溶

質分子を一つ加えたときの化学ポテンシャルの変化を q(P,



 　　　　　　講義 ノ ー ト

T)としましょう．溶質は希薄なので相互作用はないとして

良く，NB 個の溶質分子からの寄与は NBq(P, T )となりま

す．このほかに，二種類の分子が混ざることによる混合エン

トロピー Smix の寄与があります．この寄与は，全体 NA＋

NB 個の分子のうち NA 個が溶媒分子，NB 個が溶質分子であ

ることに由来するもので，第一回の講義で示したように，全

部の場合の数 W の対数を取ってボルツマン定数 kB を掛け

て，

Smix＝kB ln
(NA＋NB)!

NA!NB!
kB[(NA＋NB) ln (NA＋NB)

－NA ln NA－NB ln NB]

－kBNB[ln (NB/NA)－1] (4･17)

と評価されます．ただし，ln (NA＋NB)ln NA＋NB/NA と

いう近似を用いています．混合エントロピーからの寄与

－TSmix も加えると，全ギブス自由エネルギーは

G(NA, NB, P, T)＝NAm0
A(P, T)＋NBq(P, T)

＋kBTNB[ln(NB/NA)－1] (4･18)

となります．従って，希薄溶液中の溶媒と溶質の化学ポテン

シャルは

mA(P, T, C)＝
&G
&NA

＝m0
A－kBT

NB

NA
＝m0

A(P, T)－kBTC

mB(P, T, C)＝
&G
&NB

＝q＋kBT ln
NB

NA
＝q(P, T)＋kBT ln C

(4･19)

と定まります．勿論 G＝NAmA＋NBmB となっていることはす

ぐ確かめられます．

･ 凝 固 点 降 下

濃度 C の小さな希薄溶液と合金が共存しているときの平

衡温度や分配係数について考えます．溶液と結晶相が熱平衡

にあるということは，両相で溶媒の化学ポテンシャルも溶質

の化学ポテンシャルも等しいということです．

そこで，まず溶媒について調べましょう．固相と溶液相に

それぞれ S と L の添え字をつけると，式(4･19)より，

m0
A, S(P, T)－kBTCS＝m0

A, L(P, T)－kBTCL (4･20)

が成り立ちます．書き直せば，純粋溶媒の化学ポテンシャル

の差が

Dm0
A(P, T)≡m0

A, L(P, T)－m0
A, S(P, T)＝kBT(CL－CS)

(4･21)

となります．ところで，純粋溶媒だけなら融点 TA(P)で固

液共存して，

m0
A, S(P, TA)＝m0

A, L(P, TA) (4･22)

のはずです．しかし，僅かに溶質分子が混ざったために融点

T は TA からずれています．温度がずれたことによる純粋溶

媒の化学ポテンシャル m0
A のずれは，

Dm0
A(T)＝

&m0
A, L

&T
(T－TA)－

&m0
A, S

&T
(T－TA)

＝(s 0
A, S－s 0

A, L)(T－TA)

＝－
DhA

TA
(T－TA) (4･23)

と展開されます．ここで，－&m0
A/&T は式(1･9)(1･11)によ

り純溶媒一分子あたりのエントロピー s0
A であり，固相と溶

液相のエントロピーの差は式(1･18)のように一分子あたり

の潜熱 DhA と関係していることを思い出してください．一

般に，高温の液体側の方が不規則でエントロピーも大きいの

で，凝固による潜熱 DhA は正です．式(4･21), (4･23)をあ

わせると，溶液の凝固点 T は純粋溶媒のもの TA と比べ

T－TA＝
kBTTA

DhA
(CS－CL)

kBT 2
A

DhA
(CS－CL) (4･24)

だけ変化します．もし結晶中に溶質分子が全然溶けこまなけ

れば CS＝0 なので，

T＝TA－
kBT 2

A

DhA
CL (4･25)

となり，潜熱 DhA が正なため凝固点は下がります．これを

凝固点降下といいます．

今度は溶質分子の化学ポテンシャルについて調べましょ

う．結晶と溶液相とで溶質の化学ポテンシャルが等しいので，

q0
S＋kBT ln CS＝q0

L＋kBT ln CL (4･26)

となります．書きなおせば，溶液中と結晶中の濃度比が

CS

CL
＝eDq/kBT＝k(P, T) (4･27)

となります．これを分配係数または偏析係数と呼びます．こ

こで，

Dq(P, T)≡q0
L(P, T)－q0

S(P, T) (4･28)

です．(4･27)の関係式から，結晶と溶液に溶け込んでいる

溶質分子の濃度比は，溶質や溶媒の全量とは無関係に，温度

と圧力だけで決まることが分かります．これは溶質を溶液相

と結晶相に分配する割合を決めるもので，分配の法則と呼ば

れます．

また，分配係数 k の温度変化があまりなくて，比が CS＝

kCL と一定ならば，式(4･24)から相境界は直線と見なせて，

液相線と固相線がそれぞれ

TL＝TA＋mLCL, TS＝TA＋mSCS (4･29)

と書け，液相線と固相線の傾き mL, mS はそれぞれ

mL＝
dT
dCL

＝
kBT 2

A

DhA
(k－1)＝kmS (4･30)

と定まります．そこで図4･2(a)のような k1 の場合，液相

線と固相線の傾きは負となります．

･ 一様均一に過冷却された溶液からの結晶成長

不純物の排斥

溶液や合金の熱平衡について復習ができたところで，これ

以降，溶液からの結晶成長について考えていくことにしまし

ょう．まずは B 成分の濃度 C の小さな希薄溶液を一様に平

衡温度よりさげ，過冷却にした場合の結晶成長で生じる界面

不安定性について考えましょう．

純粋な A 成分結晶の融点は TA でしたが，不純物 B が入





図4･3 希薄溶液の相図．液相線より高温では溶液，固
相線より低温では結晶で，その間に固液共存領
域がある．
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ると凝固点降下により熱平衡温度は少し低くなりました．液

相線の傾きを mL(＜0)として，溶液の濃度が CL のときの平

衡温度は，図･に示されるように，

T＝TA－|mL|CL (4･31)

です．また，溶液と熱平衡にある結晶中の B 成分の濃度は

CS＝kCL ですので，共存する溶液と結晶には濃度差

DC＝CL－CS＝(1－k)CL (4･32)

があります．これを不飽和ギャップまたは溶解度ギャップ

(miscibility gap)といいます．

さて，高温(例えば TA より高い温度)で用意した濃度 C∞

の溶液を，温度 T に冷やしたとします．この温度での溶液

の平衡濃度は CL ですが，C∞ がこれより小さければ，溶液

は二相共存領域の状態にいます．そこで低濃度 CS の結晶を

作り出して，残りの溶液の方は高い濃度に移行しようとしま

す．つまり結晶化が進行します．今考えている系では，結晶

の方が溶質 B 成分の濃度が低いので，結晶化が進行すると

結晶から成分 B が溶液側に排斥され，界面近くの溶液中の

濃度 Ci は C∞ より高くなります．しかし界面で Ci が平衡濃

度 CL より高くなると結晶は溶けてしまいますので，溜まっ

てくる B 成分を界面から逃がさなくてはいけません．それ

は，成分 B を濃度拡散によって溶液深くへ運ぶことで行わ

れます．

&C
&t

＝Dc;2C (4･33)

これは，拡散方程式と呼ばれ，Dc は(物質の)拡散定数で

す．ただし結晶中では原子の移動は非常にしにくいので，以

下ずっと結晶中の拡散はないとしましょう．

結晶が界面の法線方向へ速度 Vn で成長していると，結晶

の濃度 CS と界面での溶液の濃度 Ci の濃度差のため，単位

時間単位面積当たり Vn(Ci－CS)の物質が結晶界面から排出

されます．それを遠くまで運ぶ物質の拡散流れは

Jc＝－Dc;C (4･34)

です．そこで界面では

(Ci－CS)Vn＝－Dc(n・;)C (4･35)

という物質保存則が成り立ちます．

また，結晶界面は原子的に見れば荒れていてウイルソン

フレンケル則が成り立ち，界面での駆動力に比例して結晶が

成長するとすれば，

Vn＝Kc
CL－Ci

DC
(4･36)

となります．ここで，Kc は溶液成長での運動論の係数で

す．この二つが，界面での溶液濃度に対する境界条件を与え

ています．勿論，結晶界面から遠く離れた溶液奥深くでの濃

度は C∞ と決まっています．

(4･33)から(4･36)までの式が，一様均一に過冷却された

溶液中での濃度拡散に支配された結晶の成長を記述する基礎

方程式になります．しかし，これらは実は熱伝導に支配され

た純粋融液からの結晶成長とまるで同じ数学的構造をしてい

ます．拡散方程式(4･33)は熱伝導方程式(3･4)と同じ形をし

ており，物質保存式(4･35)はエネルギー保存式(3･7)と対応

しています．また，界面でのウイルソンフレンケル則(4･

36)は式(3･6)に対応しています．したがって，結晶が溶液

中に B 成分を排出しながら成長しているとき，平らな界面

は不安定で，樹枝状結晶形となることが分かります．つま

り，突き出た界面の前では濃度勾配がきつくなるため成分 B

の拡散流 Jc が大きくなり，界面から沢山 B 成分を逃がせる

ので，結晶の成長速度が上がり，ますます突き出していくこ

とになるのです．

･ 界 面 張 力

結晶が突き出して曲面になっていると，界面張力が働いて

界面を平らに戻そうとしました．

ここでは，合金の結晶成長に対して界面張力がどんな効果

を持っているかを調べましょう．まず純粋物質 A に対する

界面張力の効果を復習します．物質 A が平らな結晶界面を

持つときには，温度 TA で液相と熱平衡にあります．しかし

半径 R の球結晶では，界面張力のために過冷却されていな

いと熱平衡を維持できませんでした．その球結晶の融点温度

T は式(2･8)で

T＝TA－
2a 3g
RDhA

TA (4･37)

のように与えられていました．

希薄合金の場合でも球状の結晶となれば，やはり界面張力

の効果を受けます．濃度 CL の溶液と熱平衡にある平面結晶

の融ける温度は，式(4･29)により，TA から TA＋mLCL へと

下がりますので，そこに上の式の界面張力による温度降下を

加えれば，球状結晶の融点温度は

T＝TA－
2a3g
RDhA

TA＋mLCL (4･38)

となります．

この式を別の見方をして，温度 T で半径 R の球結晶と平

衡にある溶液の平衡濃度 CL を与えるものと解釈してみまし

ょう．液相線の傾き mL が負であることに注意すると，C 0
L

＝(TA－T)/|mL|は温度 T で平坦界面の結晶と熱平衡にあ

る溶液の濃度です．式(4･38)で与えられる曲がった結晶界

面と平衡な溶液の濃度は，





図4･4 成長する球状結晶核の周りの濃度分布．結晶中
では CS だが，溶液深くではそれより濃い C∞

に設定されているので，溶質が吐き出され，成
長界面近くの濃度は Ci と濃くなる．

 　　　　　　講 義 ノ ー ト

CL－C0
L＝

2a3gTA

mLDhA

1
R
＝－DC

2dc

R
(4･39)

となり，平らな界面の平衡濃度 C 0
L より低くなくてはいけま

せん．ここで溶解度ギャップ

DC＝C0
L－C0

S＝(1－k)C 0
L (4･40)

を用いて定義した

dc＝
a3gTA

|mL|DhADC
(4･41)

は，溶液成長のときの界面張力の大きさを表す物質固有の長

さで，化学的な毛管長です．

･ 球 状 結 晶

第三回の講義の融液成長の場合と同じく，過冷却溶液から

図･に示されたような，半径 R の球状結晶が成長する場合

について定量的に調べてみましょう．溶液の温度は一様で

T であり，対応する平衡濃度 C 0
L はもともとの溶液濃度 C∞

より大きいものとします．結晶が球なので溶液の濃度分布は

同じく球対称性を持ち，球の中心からの距離 r だけの関数で

しょうC＝C(r)．そこで，拡散方程式(4･33)の定常解は

C(r)＝(Ci－C∞)
R
r
＋C∞ (4･42)

となります．ここで，r→∞ で濃度が C∞ であること，また

結晶界面で Ci であるという境界条件を使いました．結晶の

中は平衡濃度 C 0
S になっているとして，物質保存則(4･35)は

DC _R＝Dc
Ci－C∞

R
(4･43)

と書けます．ここで，左辺に入る濃度の跳びは DC 程度の大

きなものなので，界面濃度 Ci を溶液の平衡濃度 C 0
L に置き

換えても良い近似が成り立っています．また，ウイルソン

フレンケル則(4･36)からは

_R＝Kc
CL－Ci

DC
(4･44)

となります．ここでは Ci と CL の差は小さいので，先ほど

のような置き換えはできません．また，CL は界面張力の補

正を含んだ式(4･39)で決まるものです．(4･43)と式(4･44)

から界面濃度 Ci と球の成長速度 _R が求まります．特に，速

度は

dR
dt

＝
Dc ÃD

R＋dK (1－
2dc

R ÃD)＝
Dc ÃD

R＋dK (1－
Rc

R) (4･45)

のように，式(3･25)と同じ形になります．ここで，溶液成

長の場合の無次元化過飽和度を

ÃD＝
C 0

L－C∞

DC
(4･46)

と定義し，また運動論の長さとして，

dK＝Dc/Kc (4･47)

を導入しました．このように，熱伝導に支配された融液から

の結晶成長と物質拡散に支配された溶液成長は非常に良く対

応していることが分かります．したがって，一様均一に過冷

却された溶液からの結晶成長の場合でも，界面不安定性が生

じて樹枝状結晶ができることがよく理解出来ることと思いま

す．これ以降の解析は，前回のものと同じになりますので，

省略します．

(次回講は「方向性凝固での界面不安定性」）

★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★
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