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結晶成長の物理 

―理想成長からのずれ界面張力の効果―

齋 藤 幸 夫

･ は じ め に

前回の講義では，過冷却液体中で結晶の成長する速さは過

冷却温度に比例しているというウイルソンフレンケルの成

長則を紹介しました．けれども，融点温度以下で結晶が一定

の速さで成長できるのなら，何故液体を融点温度以下に過冷

却できるのだろうという疑問が浮かぶのではないでしょう

か．温度が融点以下になったら液体が全て即座に結晶に変わ

ってしまうのではないのでしょうか．

そうならないのは，結晶が成長するためにはまず小さな結

晶の種，つまり結晶の核が必要だからなのです．ところが，

この結晶核はそう簡単にできません．しかも小さいほどでき

にくいのです．結晶核を液相中に作ると間に界面ができます

が，この界面を作るのには余分な自由エネルギーが必要とな

ります．今回は，界面自由エネルギーを考慮すると結晶の成

長速度がウイルソンフレンケル則からどう変更されるかを

考えましょう．さらに，この余分な自由エネルギーはエネル

ギー障壁を作るのですが，それを乗り越えるのは熱揺らぎで

す．そこで熱揺らぎの統計力学を再び取り上げます．

そのうえ，結晶相では原子分子は規則的に配列しているこ

とも考えなければいけません．このことから，界面の向きに

よって自由エネルギーが異なるという異方性が生じます．液

体のように界面自由エネルギーが界面の向きに依らない，つ

まり等方的な場合には，界面自由エネルギーと界面張力は同

じものとなります．しかし，結晶のような異方的な場合には

界面には張力のほかに界面を自由エネルギーの低い方向へ回

転しようという力も生じます．この異方性から結晶には成長

しやすい方向としにくい方向があることが分かります．

･ 界面張力と球状結晶の成長

過冷却液体という状態を可能にしているのは，凝固が一次

の相転移だからです．液相と結晶相とは分子の並びに規則性

が無いか有るかで区別できます．したがって結晶部分と液相

の部分は，対称性の違いからはっきりと分けられるので，間

に境界面ができます．この液相と結晶相の間の界面では分子

間の結合が切れたり弱まるなどして，結晶の中に比べるとエ

ネルギー的には不利となっています．この余分な自由エネル

ギーは界面の面積に比例していて，それを界面自由エネルギ

ーと呼びます．

結晶化というのは，液相の中に分子が規則配列した結晶部

分，つまり結晶核が発生し，それが系全体に広がることで進

行します．結晶核は有限の体積を持つので，必ず表面を持っ

ています．そこで結晶化すると，液相と結晶の化学ポテンシ

ャルの違いに伴う自由エネルギーの下がりの外に，界面の面

積に比例した自由エネルギーのコストがかさむことになりま

す．

この界面自由エネルギーを考慮したとき，結晶の成長速度

がウイルソンフレンケル則からどのように変更されるか

を，簡単な球状の結晶の成長について考えてみましょう．こ

のとき，界面自由エネルギーは等方的だとすれば，話が簡単

になります．この場合，単位面積当たりの自由エネルギーの

増加を表す界面自由エネルギー密度(界面張力とも呼ばれる)

を g としましょう．さて，過冷却液体の中で半径 R の球の

中の分子だけが結晶に変わったとして，この球状結晶核の生

成に伴う自由エネルギーの変化分を計算しましょう．体積が

V＝4 pR 3/3 なので，一分子の体積を a 3 とすれば結晶化し

た分子は N＝V/a 3 個です．また，球形結晶核は A＝4 pR 2
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図2･1 (a) 過冷却液相中にできた半径 R の結晶核．
(b) 核生成自由エネルギー DG と結晶核半径 R．
DG は臨界核半径 Rc で最大値 DGc を取る．

図2･2 結晶球の半径増加速度 _R と半径 R の関係．臨界
核半径 Rc より小さな結晶は消滅し，Rc より大
きな結晶だけが大きくなる．
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の表面積を持っています．そこで，結晶核ができたことによ

る余分の自由エネルギーは

DG＝－
4 pR 3

3a 3 Dm＋4 pR 2g (2･1)

となります．化学ポテンシャル Dm だけ考えれば，第一項の

ように結晶核を作ることで自由エネルギーは下がります．し

かし，界面自由エネルギー g まで考慮すると第二項の寄与が

あり，小さな結晶核ができると自由エネルギーが上昇してし

まいます．

球形の結晶が成長するということは，半径 R が大きくな

ることです．その成長を駆動しているのは，化学ポテンシャ

ルの差 Dm ですが，界面張力による自由エネルギーの上昇も

考慮に入れなければなりません．そこで，半径が dR だけ大

きくなる場合の自由エネルギー変化 d(DG)を求めると，

d(DG)＝(－4 pR2Dm/a 3＋8 pRg)dR (2･2)

となります．このとき，結晶の分子数は

dN＝4 pR 2dR/a 3 (2･3)

だけ変化しているので，一分子当たりの自由エネルギー変化

は

d(DG)

dN
＝－Dm＋

2a3g
R

＝－(Dm－
2a 3g
R ) (2･4)

となります．この式は，界面張力により成長の駆動力が Dm

から 2a3g/R だけ下がっていることを表しています．そこ

で，ウイルソンフレンケル則の式(1･22)にこの駆動力の減

少を含めれば，半径の増加速度は

dR
dt

＝
K

kBT (Dm－
2a 3g
R )＝V0(1－

Rc

R) (2･5)

となるでしょう．ここで V0＝KDm/kBT は半径が無限大の

球，つまり平面状の界面を持つ結晶の成長速度です．そして，

Rc＝
2a 3g
Dm

＝2dT
Dh/cp

TM－T
(2･6)

は臨界核半径と呼ばれます．また 2 番目の等式には式(1・

21)を用いており，

dT＝
a3g TMcp

(Dh)2
(2･7)

は毛管長と呼ばれる物質固有の長さで，界面張力の大きさを

潜熱を単位に測ったようなものです．

式(2･5)の成長速度 _R を半径 R の関数として図示したの

が，図･です．この図から分かるように，結晶核の半径 R

が Rc より小さければ半径は減少し( _R＜0)，結晶核がつぶれ

てしまうことが分かります．このため過冷却液体の中には臨

界核より小さな結晶核が成長できず，過冷却液体は安定に存

在できることになります．逆にもし臨界核半径より十分大き

な結晶核ができれば，Rc/R≪1 なので界面張力の効果は無

視できるようになり，結晶は一定速度 V0＝KDm/kBT で大き

くなります．毛管長 dT は温度に依らない物質固有の長さで

すが，臨界核半径 Rc は融点温度に近づくとどんどん大きく

なって行きます．したがって，融点近くでは臨界核を超える

結晶核はできにくいことを想像させます．

同じ式(2･5)から，半径 R を持った球状結晶はある温度

TM(R)では成長も消滅もしないで大きさを保つことができ

るのが分かります．この，半径 R の球が熱平衡にある温度

TM(R)は，界面張力の効果を無視した場合の平衡温度(これ

を以下では T0
M と呼びましょう)より低くて，

TM(R)＝T 0
M－

Dh
cp

dT

R
(2･8)

となります．半径 R の小さな結晶ほど低温に過冷却しない

と熱平衡が保てないことが分かります．

･ 結 晶 核 生 成

前の節から，過冷却液体の中では小さな結晶核があったと

しても潰れてしまうことが分かりました．でも液相から結晶

ができるためには，最初はどうしても種である小さな結晶核

を作る必要があります．では，どうやって結晶核が発生し，

育って，真の熱平衡状態である結晶相に近づいていくのでし

ょうか

結晶核の半径が R のとき，界面自由エネルギーの差 DG

は式(2･1)で与えられていました．色々な半径 R に対しては

図2･1(b)のように振る舞いますが，臨界半径 Rc の結晶核で

自由エネルギーの上がり DG は最大値
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図2･3 単純立方格子結晶の(001)面と(111)面．(a) 単
位格子と(b) サイコロ模型．

図2･4 特異面 i とそこから傾いた微斜面．傾き角が u
と－u の面は同じ表面自由エネルギー密度 g(u)
を持つ．

図2･5 特異面 i 付近の界面自由エネルギーのウルフ・
プロット．
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DGc＝
16p
3

a 6g3

(Dm)2
(2･9)

をとります．したがって，過冷却液体の中に臨界核半径以下

の小さな結晶核を作り，成長させるのには，必ず自由エネル

ギーを増加させなければなりません．しかし，これは熱力学

第二法則からは禁止されています．そのため過冷却液体は準

安定状態として長いこと実現されるのでした．

けれど，融点温度以下で真に安定な熱平衡状態は結晶相で，

R→∞ のはずです．そこで，R≪Rc の結晶の種を作り，何と

か途中でエネルギーの高い状態を越えて，どうしても熱平衡

状態に達する必要があります．それを可能にしているのが，

前回も出てきた熱揺らぎです．そこでも述べたように，統計

力学に依れば，自由エネルギーが DG だけ高い状態が熱揺ら

ぎとして実現する確率は exp(－DG/kBT )に比例していま

す．そこで，単位体積の中に毎時間当たり臨界核半径を超え

た結晶核が作られる結晶核生成頻度は

J＝J0 exp (－DGc

kBT)＝J0 exp (－16p
3

a 6g3

(Dm)2kBT) (2･10)

と予想されます．過冷却度や Dm が小さい時には結晶核生成

頻度 J は非常に小さく，中々結晶核が生成されないので，過

冷却にした液体が長い間安定に存在できるのです．しかし，

温度を下げて駆動力 Dm を上げると，頻度 J は急激に増し，

短い観測時間内でも結晶化が起きるのです．

･ 特異面とスムース面

前節では議論を簡単にするため，界面張力は等方的で界面

の向きに依存しないと仮定しました．けれど，結晶は分子が

規則的な配列をしているため，必ず異方的，つまり界面の向

きによって性質が異なります．例えば，図･のような単純

立方格子の結晶ならば，(001)面と(111)面とでは原子の並

びや間隔が異なっていることが分かるでしょう．(001)面の

ように，分子が密に詰まった低ミラー指数の面は，分子間の

結合が余り切れていないため，界面での余分のエネルギー上

昇は小さく，界面自由エネルギーは小さくなります．一方，

(111)面のようにミラー指数の高い面は，分子間結合がたく

さん切れているため界面自由エネルギーは大きくなります．

面 i というのを低指数の面で，その界面自由エネルギー gi

が小さいものとします．そして図･のように，そこから角

度 u 傾いた面の界面自由エネルギー g(u)を考えましょう．

温度が低ければ，僅かに傾いた微斜面というのは，高さの違

う平らな面 i が段差をもって繋がった階段状のものと見なせ

るでしょう(図2･4)．この平らな部分をテラス，階段部分を

ステップと言います．面 i に登り階段をつけるか下り階段を

つけるかで微斜面の傾き u の正負が決まりますが，どちらに

傾いても対称的なので，g(u)＝g(－u)が成り立つと考えら

れます．図2･4から明らかなように，一つの分子の大きさを

a とした時，ステップの段差は a なので，角度 u 傾いた微斜

面のテラスの幅は l＝a/|tan u|となります．テラスとステ

ップ一つ分の微斜面の界面自由エネルギーは，長さが

l2＋a 2なので g(u) l2＋a 2 と書けますが，一方これは長さ

l の面 i とステップ一つの自由エネルギーなので

g(u) l2＋a 2＝gil＋(b0＋
A
l2) (2･11)

となります．ここで b0 はステップを一つ作るための自由エ

ネルギーで，また最後の項はステップ間相互作用の効果を表

しています．というのも，隣り合うステップの間には結晶の

歪みなどを介して反発する相互作用が生じるからです．この

反発力は二つのステップの間の距離 l の二乗に逆比例して

いますが，その大きさは A としました．上の式から，微斜

面の界面自由エネルギーは

g(u)＝gi|cos u|＋
|sin u|

a (b0＋
A
l2)gi＋g1|u| (2･12)

のように展開されます．最後の近似式は面の傾き u が小さい

時に成り立ちます．g(u)が角度 u の絶対値に比例している

ので，u＝0 の点では界面自由エネルギー g(u)の u 微分に跳

びがあり，数学的な特異点となっています．それで u＝0 で

ある面 i は特異面と呼ばれます．図･のように，面 i から

角度 u 傾いた方向に界面自由エネルギー g(u)の長さを持つ





図2･6 界面に働く力．(a) 平らで傾いた面と(b) x 方向
には平らだが yz 面内ではカーブしている曲面の
場合の様子．
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動径ベクトルを引き，u を変えたときにベクトルの先端が描

く曲線をウルフ・プロットと呼びます．界面自由エネルギー

に式(2･12)のような特異性があると，u＝0 のところが尖る

のが特徴です．熱平衡での結晶の形は，ウルフ・プロットの

動径ベクトルに垂直な面の包絡面として与えられるというウ

ルフの定理があります．そのため，ウルフ・プロットに尖り

があると，特異面は結晶の平衡形の中に有限の広がりを持っ

た平らな面として出現します．この平らな面はファセットと

呼ばれます．

一方，温度が高くなると，面 i の上にも凸凹ができて荒れ

てきます．温度が十分高くなるとステップが入るための余分

な自由エネルギーが必要でなくなり，b0＝0 となります．ス

テップ自由エネルギーが正からゼロになることをラフニング

相転移といい，それが起きる温度をラフニング温度 TR と呼

びます．TR 以上では界面自由エネルギーの角度依存性は解

析的となって，

g(u)gi＋g2u2＋… (2･13)

のように展開されます．このように，u＝0 の点での特異性

はなくなり，結晶の平衡形でも面 i は有限の大きさを持った

ファセットを作りません．つまり結晶はそのまわりで滑らか

な曲面となります．しかしラフニング温度以上の温度でも，

結晶である限り界面自由エネルギーには式(2･13)のように

異方性は残ります．異方性が完全になくなるのは，結晶が融

けたときです．

･ 界面スティフネス

界面自由エネルギーが異方性を持っているときには，界面

を広げるのに張力が要るだけでなく，界面の向きを変えるの

にも力が必要となります．xy 面上で二辺の長さが a, b であ

る長方形 ABCD を x 軸の周りに角度 u 回した面を考えます

(図･(a))．この面の単位面積当たりの界面自由エネルギー

は g(u)です．この面は界面エネルギーを小さくしようと縮

まろうとしているので，安定に保っておくためには，長方形

の辺 AD と BC に単位長さ当たり f＝( f||，f⊥)の外力を加わ

えて引っ張らねばなりません．ここで||は面に平行な成分を

表し，⊥は面に垂直な成分を表しています．釣り合いが保た

れているかどうかを調べるために，仮想的に長方形を微かに

変形させてみましょう．辺 AB，DC の長さが b＋db に，面

の傾きが u＋du に変わったとしましょう．等温等圧で可逆

的に外力のした仕事は系の全界面自由エネルギーの変化にな

っているので，

g(u＋du)a(b＋db)－g(u)ab＝af||db＋af⊥bdu (2･14)

となります．伸び db や回転 du が小さいとして左辺を展開

すれば，

f||＝g, f⊥＝dg/du (2･15)

となります．最初の式は界面自由エネルギー g が界面を縮め

ようという張力 f|| の大きさであることを示してます．一

方，二番目の式は界面自由エネルギーに異方性があると，界

面を自由エネルギーの小さな面のほうに向けようとして，面

に垂直な力－g′が働いていることを表しています．

次に，図2･6(b)のように，面が曲がっているとき異方性

の効果を考えましょう．面方位 u 方向の界面が少し出っ張っ

て，その曲率半径が R になったとします．ただし，紙面に

垂直な方向には面の傾きはないとし，その方向には単位の長

さの面要素を考えます．この出っ張りの両側に，角度±du

だけずれた二点を E と F とします．孤 EF の長さは 2Rdu

で，そこには図のように周りから引き伸ばそうとする力と回

転させようとする力が働いています．力の総和を線分 EF に

平行な成分と垂直な成分に分けて考えましょう．線分 EF に

平行な力の成分は

[g(u＋du)－g(u－du)] cos du

－[g′(u＋du)＋g′(u－du)] sin duO(du2) (2･16)

となります．最後の近似は du≪1 で成り立ち，この方向で

は力が釣り合っていることを表しています．一方，線分 EF

に垂直な力の成分は

－[g(u＋du)＋g(u－du)] sin du

－[g′(u＋du)－g′(u－du)] cos du－2(g＋g″)du

(2･17)

となります．最後の近似は du≪1 で成り立ちます．これだ

けの力が長さ 2Rdu の突出部に働いているので，紙面に垂直

方向には単位の長さを持っていたことを思い出すと，単位面

積当たりには

－
ãg
R

(2･18)

の力が出っ張りを押し戻す方向に働いています．ここで

ãg＝g＋g″ (2･19)

は界面スティフネスと呼ばれます．つまり，界面スティフネ

スは界面を平らに保とうとする復元力に当たります．勿論界

面自由エネルギーが等方的な場合は角度での二階微分はゼロ

ですから，スティフネス ãg は界面張力 g と同じになります．

この復元力が結晶の成長を押し留める役目をしていることは

式(2･4)の最後の項に表わされています．

一般的な異方性のある場合には，復元力は曲率(k＝1/R)

が大きい尖った部分ほど大きく，またスティフネス ãg の大き

いところほど大きくなります．スティフネスは界面自由エネ

ルギーが大きいほど大きいのですが，異方性があるときは角

度での二回微分の項も効いてきます．例えば，界面自由エネ
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ルギーが

g＝g0(1－e cos 4 u) (2･20)

のような四回回転対称性を持っているとしましょう．e＞0

のとき，界面自由エネルギーは u＝0, ±p/2, p の方向で小

さく，その間の u＝±p/4, ±3p/4 で最大です．一方，ステ

ィフネスのほうは

ãg＝g0(1＋15e cos 4u) (2･21)

となり，u＝0 などの界面自由エネルギーの小さいところで

最大となります．つまり，界面自由エネルギーの小さなとこ

ろでは復元力が大きく，逆に界面自由エネルギーの大きな方

向では復元力が弱いことが分かります．

これまで面は一方向にだけ傾きを変えるとして考えてきま

した．つまり，図2･6(b)で紙面に垂直な x 方向には傾いて

いないとしてきました．しかし一般的な曲面はいろいろな方

向へ傾いています．そこで曲面を特徴付けるのは曲率半径で

す．曲面上のある点で，面の法線を含む平面を考えれば，そ

れは無限枚可能です．しかもそのどれもが曲面を垂直に切り

ます．曲面と平面の交線に接する円の半径が曲率半径です．

法線を含む平面が無限枚あったので，曲率半径も無限個あり

ます．そのうち最大の半径 R1 と最小の半径 R2 を主曲率半

径といいます．この主曲率円を含む二枚の平面は，図･に

示されているように，直交していることが知られています．

この二平面での界面のスティフネスを ãg11, ãg22 とすると，そ

の点での曲面の復元力は

ãg11

R1
＋

ãg22

R2
(2･22)

となります．

この復元力の式(2･22)を式(2･4)中の等方的な界面張力に

よる復元力 2g/R に置き換えると，一般的な結晶面の法線成

長速度が，

Vn＝
K(n)
kBT [Dm－a3( ãg11

R1
＋

ãg22

R2)] (2･23)

となります．ここで，n は界面の法線方向であり，運動論係

数 K にも面の方位に依存した異方性があるとしています．

平らな界面を持った結晶は Dm＝0 で液相と熱平衡に達

し，成長速度はゼロとなりました．一方，結晶界面が曲がっ

ていると，熱平衡に達するには有限の駆動力

Dmeq＝a3( ãg11

R1
＋

ãg22

R2) (2･24)

が必要となります．過冷却液体からの結晶成長では，駆動力

Dm は過冷却度 DT により式(1･21)のように与えられまし

た．従って，平らな界面の平衡温度，つまり融点温度を T 0
M

とした時，突出部の平衡温度 TM は

TM＝T0
M－

Dmeq

Dh
T0

M＝T 0
M－

a3

Dh(
ãg11

R1
＋

ãg22

R2)T 0
M (2･25)

となります．この式から，界面スティフネスが小さな方向で

は局所平衡温度 TM は高く，スティフネスの大きな方向では

TM が低くなります．そこで同じ温度に冷やしても，スティ

フネスの大きな方向を向いた面に対しては過冷却度が少な

く，成長速度が抑えられます．一方，スティフネスの小さな

方向を向いた面に対しては過冷却度が高くなり，成長速度は

相対的に速くなります．

(次回講は「熱伝導に支配された樹枝状結晶成長」）
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